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  2פתרון תרגיל  –מודלים חישוביים 
  

כלומר . משפט רייס בו סמנטיקה מוגדרת להיות שקילות בשפההוכח את הגרסה היותר כללית ל .1
  .P(p1)=P(p2)אז  L(p1)=L(p2)אם 
  

  :הוכחה
הן ' בעיות מסוג א. 'וסוג ב' סוג א: סוגים 2-טריוויאליות והסמנטיות ל- נחלק את הבעיות הלא

הן בעיות ' ובעיות מסוג ב). loopy(ור התוכנית שמתבדרת לכל קלט עב Fבעיות שמחזירות 
וסמנטית ונניח  תלא טריוויאלי Pתהי ). loopy(עבור התוכנית שמתבדרת לכל קלט  Tשמחזירות 
  .halt0 ≤ Pונראה רדוקציה  כן כריעה Pבשלילה ש

  
   :היא בעיה מסוג א Pאם 
1 .P(loopy) = F.  
  ).אינה טריוויאלית Pכי ( P(yes) = T -כך ש yesקיימת תוכנית . 2
  

 :halt0 ≤ Pרדוקציה נגדיר את ה
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  : בהיא בעיה מסוג  Pאם 
1 .P(loopy) = T.  
  ).אינה טריוויאלית Pכי ( P(no) = F -כך ש noקיימת תוכנית . 2
  

 :halt0 ≤ Pרדוקציה נגדיר את ה
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  :הוכחת נכונות  

  
וערך זה יועבר  Fאו  Tלכן עבור כל תוכנית יוחזר , היא בעיה כריעה P-הנחנו ש: התוכנית עוצרת

  .ומכאן שבכל מקרה התוכנית תעצור halt0ל
  

   :הערך המוחזר נכון
  

כלומר אינו נכנס (ניתן לחישוב  ()f()=fאזי הביטוי , עוצרת fאם  –' עבור בעיות מסוג א
תתנהג באותה הצורה  gהתוכנית , yעבור כל , מקרה זהב .Tויחזיר ) ללולאה אינסופית

). ורק עבורם( Tמחזירה עבורם  yes-עבור אותם ערכים ש Tתחזיר , ובפרט yesכמו 
 P(g)=P(yes)=T, סמנטית P-היות ו). השפות של שתיהן שקולות( yes-שקולה ל gכלומר 
 gהתוכנית , g-עבר לשיו yאז לכל קלט , אינה עוצרת fאם  .כנדרש Tיחזיר  halt0ולכן 

 g-ומכאן ש) יכנס ללולאה אינסופית ()f()=fכי חישוב הביטוי (תכנס ללולאה אינסופית 
. )השפות שלהן שקולות( loopyשקולה לתוכנית  g, כלומר. עבור אף ערך Tלא תחזיר 

  .כנדרש Fיחזיר  halt0, כלומר .P(g)=P(loopy)=Fסמנטית  P-היות ו
  

כלומר אינו נכנס (ניתן לחישוב  ()f()=fאזי הביטוי , עוצרת f אם –' עבור בעיות מסוג ב
תתנהג באותה הצורה  gהתוכנית , yעבור כל , במקרה זה. Tויחזיר ) ללולאה אינסופית

כלומר ). ורק עבורם( Tמחזירה עבורם  no-עבור אותם ערכים ש Tתחזיר , ובפרט noכמו 
g שקולה ל-no )היות ו). השפות של שתיהן שקולות-P סמנטית ,P(g)=P(no)=F ולכן 

, g-שיועבר ל yאז לכל קלט , אינה עוצרת fאם  .כנדרש T הערך halt0-יוחזר מ notלאחר 
) יכנס ללולאה אינסופית ()f()=fכי חישוב הביטוי (תכנס ללולאה אינסופית  gהתוכנית 
להן השפות ש( loopyשקולה לתוכנית  g, כלומר. עבור אף ערך Tלא תחזיר  g-ומכאן ש
  .כנדרש Fהערך  halt0 -יוחזר מ notולאחר  P(g)=P(loopy)=Fסמנטית  P-היות ו. )שקולות

    
  .אינה חשיבה Pנסיק שגם , אינה חשיבהhalt0 -כיוון ש. halt0 ≤ Pכ הראנו רדוקציה "סה  
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2.  
a.  כתוב רדוקציית מיפויHalt-- ≤m Sort.  

  
  :פיתרון

 
i. הפונקציה : טענהSort היא פונקציה חשיבה.  

  
  :וכחהה

ועוברת איבר איבר  lנכתוב פונקציה שמקבלת את . רשימה של מספרים lיהי 
. איברים עוקבים 2התוכנית תשווה בין , בכל שלב. ברשימה החל מתחילתה

אם במהלך . או עד שנגיע לסוף הרשימה li≤li+1התוכנית תמשיך לרוץ כל עוד 
נו לסוף הרשימה מבלי אם הגע. Fנחזיר  li>=li+1עבורו  iהבדיקה נגלה כי קיים 

  .Tנחזיר , לעצור
  

  :הוכחת נכונות
הרשימה היא סופית ולכן בכל מקרה או שנעצור מתישהו : התוכנית תעצור

כאשר נגיע (או שנעצור בסופה ) כי היא לא מסודרת(במהלך סריקת הרשימה 
  ).לסוף הרשימה

אם הרשימה ממוינת לכל איבר ברשימה , פ ההגדרה"ע :הערך המחוזר נכון
הרי  –איברים עוקבים להם לא מתקיים תנאי זה  2אם מצאנו . li≤li+1מתקיים 

כל , אם הגענו לסוף הרשימה מבלי להפר את התנאי. שהרשימה אינה ממוינת
 .≥פ טרנזיטיביות של "האיברים ממוינים כראוי ע

 
ii. ת מיפויינראה רדוקצי  
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  :הוכחת נכונות
 --cהוא פרדיקט בשפה  x .pוהקלט  pי הפרדיקט "וגדרת עמ f: התוכנית עוצרת

בכל . Fאו  Tיעצור ויחזיר ערך  pלכן . הוא חייב לעצור, וככל תוכנית בשפה זו
  .ובפרט תעצור) מסודרת או לא(לאחר מכן תחזיר רשימה  fהתוכנית , מקרה

  
בהכרח  pכיוון ש. xוהקלט  pמקבלת את הפרדיקט  f :הערך המוחזר נכון

בודקת איזה ערך מחזיר  F .fאו  Tהוא בהכרח  p(x)-הפלט המוחזר מ, תעוצר
p(x) . אם מוחזרT ,f  שתועבר ל(תחזיר רשימה מסודרת-sort  אשר יחזירT 

אשר  sort-שתועבר ל(תחזיר רשימה שאינה ממוינת  F ,fאם מוחזר ). כנדרש
  ).כנדרש Fיחזיר 

    
  מסקנות מרדוקציית המיפוי  

 --haltרדוקציית המיפוי שהראנו מוכיחה כי גם , חשיבה Sortכיוון ש חשיבה וכן fכיוון ש
  .חשיבה

  
b. הוכחת הנכונות שלנו ברדוקציית המיפוי ל-halt--  שהפונקציה מסתמכת על כךf עוצרת .

f בוודאות עוצרת כיוון ש-p  היא תוכנית הכתובה בשפהc-- בשפות  .ולכן חייבת לעצור
לא ניתן , בשל כך. אינה תעצור בוודאות fור ולכן תעצ p-אין הכרח ש, ++cאחרות כמו 

 .--halt פונקציהאך כן ניתן לבצע ל halt-לבצע רדוקצייה ל
 
c.  כתוב רדוקציית מיפויA ≤m Halt  כאשרA  כריעה(שפה רקורסיבית.( 

  
  :פתרון

A  קיים פרדיקט היא שפה כריעה ולכןp נגדיר. המכריע אותה:  
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  :נכונותהוכחת 

  
 Fאו  Tהיא שפה כריעה ולכן הפרדיקט שמכריע את השפה יחזיר  A: התוכנית עוצרת

משתמשת בפרדיקט זה ובהתאם לערך שהוא מחזיר  fהתוכנית ). ובוודאות יעצור(
  .בוודאות תעצור fולכן  f-אין הרצה נוספת ב. מחזירה זוג סדור של פונקציה וערך
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חייב להחזיר  Aהמכריע את  pהפרדיקט , A שייך לשפה xאם  :הערך המוחזר נכון
תוכנית . 1והערך  Tתחזיר את הזוג הסדור של התוכנית שתמיד מחזירה  fלכן . Tבעבורו 

   .כנדרש Tיוחזר  Haltולכן כאשר תועבר ל 1זו עוצרת על כל ערך ובפרט על הערך 
תחזיר  fלכן . Fחייב להחזיר בעבורו  Aהמכריע את  pהפרדיקט , Aאינו שייך לשפה  xאם 

עוצרת על  אינה תוכנית זו. 1והערך אינה עוצרת ש loopyאת הזוג הסדור של התוכנית 
  .כנדרש Fיוחזר  Haltולכן כאשר תועבר ל 1ערך אינה עוצרת עבור הערך ובפרט  אף
  

  
d. אם קיימת רדוקציה : הוכח או הפרךA≤B  אז קיימת גם רדוקציית מיפויA≤mB. 

  
  .הטענה אינה נכונה: פיתרון

 
   :הוכחה

 .מתבדרת p(x)כך ש <p.x>המכילה את כל הזוגות הסדורים  divergeהשפה נגדיר את 
בין התוכניות קיימת רדוקציה  .haltהיא משלים לתוכנית  divergeנשים לב כי למעשה 

halt ≤ diverge  המוגדרת להיותhalt(p,x):=not(diverge(p,x)).  נכונות הרדוקציה נובעת
  ).כריעה למחצה haltנשים לב כי ( haltהוא משלים של  divergeמכך שישירות 

  
, לכן. halt≤mdivergeקיימת גם רדוקציית מיפוי , כלומר. נניח בשלילה שהטענה כן נכונה

divergehaltפ מה שהוכחנו בכיתה קיימת גם רדוקצית המיפוי של המשלימים "ע m≤. 

פ רדוקציית המיפוי של המשלימים גם "ע, כןול ∌REhaltהראנו בכיתה ש

RREdiverge haltdivergeאבל . ∌/ RREhaltוכן מתקיים  = קיבלנו סתירה ולכן . ∋/

אין הכרח שקיימת , שפות 2כלומר אם קיימת רדוקציה בין . ההנחה בשלילה אינה נכונה
  .מיפוי בינהן רדוקציתגם 

  

NNsהפונקציה : פרךהוכח או ה .3   .חשיבה :→

1},:)(max{)( +≤= njijfns i  כאשר..., 10 ff  הוא סידור של כל הפונקציות המספריות

 .החשיבות
  

  :פיתרון
היא תופיע בסידור הפונקציות , חשיבה s-היות ו. חשיבה s-נניח בשלילה ש .הטענה אינה נכונה

,...המספריות החשיבות  10 ff . נניח שמיקומה שלs  בסידור הואt.  

})(:,{ניתן להסתכל על קבוצת הפלטים  njijf i כאשר השורות  nXnבגודל  Aכמטריצה  ≥

110מסמלות את הפונקציות  ..., −nfff  כלומר את (והעמודות מסמלות קלטים אפשריים

 יבוחרת למעשה את הערך המקסימאל sונקציה נשים לב כי הפ). n…1המספרים הטבעיים 
  . 1ומוסיפה לו  במטריצה זו

  
. )0-מספור הפונקציות מתחיל מ(של הפונקציה  t+1נמצאת בשורה ה  sהפונקציה , n>tלכל 

 יהוא הערך המקסימאל s ,At+1,nפ ההגדרה של "ע. At+1,nהוא  s(n)כלומר ערך הפונקציה 

  . At+1,n + 1 s(n) =<  s(n)=s(n)+1 =כלומר קיבלנו כי , 1מוסיפה לערך זה  sאך . במטריצה
  .זו כמובן סתירה ולכן הטענה המקורית אינה נכונה

 
  

 ):ניתן להשתמש במילים במקום בקוד(סגורה תחת הפעולות הבאות  Rהוכח שהמחלקה  .4
  

a. איחוד  

21נראה שהשפה  LL  :י הגדרת פרדיקט שיכריע אותה"כריעה ע ∪

)()()( 21 cpcpcp ∨=  

21כאשר  , pp  21הם פרדיקטים המכריעים את השפות , LL בהתאמה.  

  
  :הוכחת נכונות

21 , LL 21קיימים , לכן. הן שפות כריעות , pp כך שלכל , פרדיקטים

TcpLc =∈ )(, Fcpאחרת  11 TcpLcוכן לכל 1)(= =∈ )(, אחרת  22

Fcp 21 יהי. 2)(= LLc אם ). או לשניהם כמובן( ∋2Lcאו  ∋1Lcאזי  ,∋∪

1Lc∈ אז Tcp Tcpאז  ∋2Lcואם  1)(= 21אם , כלומר. 2)(= LLc על  ∋∪
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Tcpcpcp, לכן. Tאחד הפרדיקטים לפחות להחזיר  =∨= )()()( 21 .  

21אם  LLc Fcpולכן ∌2Lcאו  ∌1Lcאזי  ∌∪ Fcpוגם  1)(= , לכן. 2)(=

FFFcpcpcp =∨=∨= )()()(   .כנדרש 21

  
b. חיתוך  

21נראה שהשפה  LL  :י הגדרת פרדיקט שיכריע אותה"כריעה ע ∩

)()()( 21 cpcpcp ∧=  

21כאשר  , pp  21הם פרדיקטים המכריעים את השפות , LL בהתאמה.  

  
  :הוכחת נכונות

21 , LL 21קיימים , לכן. הן שפות כריעות , pp כך שלכל , פרדיקטים

TcpLc =∈ )(, Fcpאחרת  11 TcpLcוכן לכל 1)(= =∈ )(, אחרת  22

Fcp 21 יהי. 2)(= LLc לכן . ∋2Lc וגם ∋1Lcאזי , ∋∩

TTTcpcpcp =∧=∧= )()()( 21אם . 21 LLc  ∌2Lcאו  ∌1Lcאזי ∌∩

Fcp, לכן). או שאינו שייך לשניהם( Fcpאו  1)(= ,  ומכאן שגם). או שניהם( 2)(=

Fcpcpcp =∧= )()()(   .כנדרש 21

  
c. שרשור  

 :שפות 2ת פרדיקט שיכריע שרשור של י הגדר"ע, סגור גם עבור שירשור Rנראה ש
p(c) 
{ 
len = length(c); 
 
for (int i=0; i<= len; i++) 
{ 

if( 1p (subStr(c,0,i)) && 2p (subStr(c,i,len))  

{ 
 return true;  
} 

} 
return false; 

} 
 :כאשר

1 .21 , pp  21הם פרדיקטים המכריעים את השפות , LL בהתאמה.   

2 .length(s)  היא פונקציה המחזירה את אורך המחרוזתs )מספר התווים במחרוזת.(  
3 .subStr(s,st,en) ילה בתו ההמחזירה את תת המחרוזת המתח היא פונקציה-st   

  .sשל המחרוזת  enומסתיימת בתו ה
  

  .הן פונקציות חשיבות ומוגדרות היטב subStr -ו lengthשהפונקציות , נשים לב
  

  :הוכחת נכונות

תעבור על כל המחרוזת בזמן סופי ובסופו של  pלכן . הוא סופי cהמחרוזת  אורך: עצירה
בסיום ). רתיעצ forולאה כשהתנאי שבתוך הלולאה יתקיים או כשהל( רדבר תיעצ

  .Fאו  Tהריצה תמיד יוחזר ערך 
  

לאחר , 2L-והשנייה מ 1L-אחת מ, מחרוזות 2הוא שרשור של  cאם : הערך המוחזר נכון

-חלוקת המחרוזת תהיה בדיוק ל, יגיע לאורך המחרוזת הראשונה בשרשור iשהאינדקס 

 2pועבור השנייה  Tיחזיר 1p, עבור תת מחרוזת אחת, לכן. המקוריות המחרוזות-תת 2

  .Tחזיר י p-הלולאה תפסק ו, Tשהתנאי בתוך הלולאה יהיה גם , מכאן. Tיחזיר 
לפחות אחד , בכל שלב של ריצת הלולאה, המחרוזות 2אינו שרשור של  cאם 

21הפרדיקטים , pp  יחזירF התנאי בתוך הלולאה תמיד , לכן. המחרוזת-על אחד מתתי

  .Fיחזיר  p-הלולאה תסתיים באופן טבעי ו, Fיהיה 
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d. Kleene Star  
  .שפות 2ת פרדיקט שיכריע שרשור של י הגדר"ע, Kleene Starסגור גם עבור  Rנראה ש

 iמאפסים אינדקס . דיקהומתחיל את הב sהפרדיקט מקבל מחרוזת : פעולת הפרדיקט
באמצעות הפרדיקט (שייכת לשפה  iובודקים האם תת המחרוזת עד האינדקס  0להיות 

חותכים , אם כן. וחוזרים על הבדיקה בשנית 1- ב iמגדילים את , אם לא). Lהמקורי של 
וממשיכים בסבב בדיקות חדש על המחרוזת שנשארה וכך  sהמחרוזת מתחילת - את תת
" עומק"לצורכי נוחות נתייחס לכל . יקה מתבצעת בדומה לרקורסיהפעולת הבד. הלאה

אם הגענו למצב . כך שהמעגל הראשון הוא הבדיקה המקורית, של רקורסיה כמעגלים
האינדקס המקומי הגיע לסוף המחרוזת והיא אינה שייכת , בו באחד משלבי הרקורסיה

אם . ונמשיך בבדיקה 1-בנקדם את האינדקס במעגל זה , אחד אחורה" מעגל"נחזור , L-ל
אם . Tנחזיר , L-בשלב מסוים הגענו לסוף המחרוזת וגם זנב המחרוזת האחרון שייך ל

אינה שייכת לשפה  sנגיע לסוף המחרוזת במעגל החיצוני וגם המחרוזת השלמה 
  .Fנחזיר , )בבדיקה האחרונה האפשרית(
  

  :הוכחת נכונות
  

בור רקורסיבית על כל המחרוזת בזמן סופי תע pלכן . הוא סופי cהמחרוזת  אורך: עצירה
כאשר נגיע באחד המעגלים לסוף המחרוזת והיא תהיה שייכת ( רובסופו של דבר תיעצ

). אינה שייכת לשפה/לשפה או כאשר במעגל הראשון נגיע לסוף והיא תהיה שייכת
  .Fאו  Tבסיום הריצה תמיד יוחזר ערך 

  
הרקורסיה תמצא , L-ר מחרוזות סופי מהוא שרשור של מספ cאם : הערך המוחזר נכון

, במקרה כזה). כי אנו למעשה עוברים על כל החלוקות האפשריות למחרוזת(חלוקה זו 
במעגל האחרון של , ולכן Tיחזיר  Lהפרדיקט של , עבור כל תת מחרוזת בחלוקה

  . Tתחזיר  sולכן גם הבדיקה הכללית של  Tאפשרות זו יוחזר גם לזנב המחרוזת 
בכל אפשרות חלוקה תהיה לפחות תת מחרוזת , L-ו שרשור של מחרוזות מאינ cאם 

נגיע לאחר כל הבדיקות לבדיקה , לכן. Fועבורה יוחזר  L-אחת שאינה שייכת ל
וכפועל יוצא  Fולכן גם בבדיקה זו יוחזר  L-כמחרוזת שלמה אינה שייכת ל s, האחרונה

  .כנדרש Fהפרדיקט שהגדרנו יחזיר גם 
  
 
הוכח . או לאף אחת מהקבוצות R ,RE/R,co-RE/R-מהשפות האם היא שייכת לקבע לכל אחת  .5

 .נכונות
  

a. תוכנית  :קלטp .האם קיים  :שאלהx  עבורוp עוצרת?  
  

  .)RE/R-שייכת ל(זוהי שפה הכריעה למחצה  נראה ש :פתרון
 

i. שייכת ל(זוהי שפה הכריעה למחצה  :טענה-RE/R(.  
  

   :הוכחה

,...,יהי . שבלול באמצעות סטפרשיטת השתמש בנראה אלגוריתם המ 21 ss 

נרוץ  Ν∈iכל עבור : נרוץ על הקלטים באופן הבא .pקלטים אפשריים עבור 

issעל הקלטים   הסטפר במידה ועבור אחד הקלטים .צעדים iלמשך  1,...,

  .הלאה אחרת נמשיך, ונסיים את הבדיקה Tנחזיר , עצר באופן טבעי
  

  :הוכחת נכונות
. צעדים i1נגיע לקלט זה לאחר , עוצרת pעבורו התוכנית  xבמידה וקיים קלט 
 p(x)מספר צעדים שעבורו , i2קיים , עוצרת עבור קלט זה pכיוון שהתוכנית 

הסטפר  i=max{i1, i2 }כאשר האלגוריתם שלנו יגיע ל, לכן. עוצרת באופן טבעי
  .כנדרש Tי והתוכנית תחזיר יעצור באופן טבע

עצר באופן טבעי בשום יהסטפר לא י, עוצרת pעבורו  xבמידה ולא קיים קלט 
 . שלב ולכן התוכנית תתבדר

  
 

ii. שייכת ל אינה(כריעה שפה  אינה זוהי :טענה-R(.  
  

  :הוכחה
כלומר קיים פרדיקט . haltנניח בשלילה שהשפה כן כריעה ונראה רדוקציה ל

stopsForSomeX  מחזיר (המכריע את השפהT  קיים אם בשפהx  שעבורה
 ).אחרת F-התוכנית עוצרת ו
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Halt(p,x) := stopsForSomeX (g) where g:= λz.if z=x then return p(x) 
  else return loopy() 

    
  :הוכחת נכונות
כריעה ולכן תעצור עבור כל  stopsForSomeXאנו מניחים כי : התוכנית עוצרת

מחזירה ולכן תמיד תעצור stopsForSomeX -שמוגדרת להיות הערך  Halt. קלט
  ).תמיד עוצרת stopsForSomeXפ ההנחה "כי ע(
  

התוכנית . xעוצרת עבור  pאנו רוצים לבדוק האם התוכנית : הערך המוחזר נכון
, g-ניתן כקלט ל xכאשר . x-אינה עוצרת בוודאות עבור קלטים השונים מ

 pעבורו  xקיים , עוצרת p(x)אם , כלומר. עוצרת p(x)התוכנית תעצור רק אם 
לא תעצור עבור אף  g, אחרת. כנדרש Tיחזיר  stopsForSomeXעוצרת ולכן 

  .Fתחזיר  stopsForSomeX -קלט ו
 
b. תוכנית  :קלטp .2ניתן להציג כסכום של , 2-האם כל מספר זוגי הגדול מ :שאלה 

  ?מספרים ראשוניים
  

  .)R -שייכת ל(כריעה נראה שזוהי שפה  :פתרון
  

הנחת גולדבאך אומנם עדיין לא הוכחה או הופרכה אך באופן כללי לשאלה זו יש 
ובהכרח  pאין תלות בקלט : תלכן שפה זו היא שפה טריוויאלי. Fאו  Tתשובה יחידה 

Txpי התוכנית "ניתן להכריע אותה ע .,λ  אוFxp .,λ .אין צורך שנדע את ש, נשים לב

שטרם הוכרעה  18-כמו בדוגמה של שפת חברי הכנסת ה, תטריוויאליהתשובה לשפה 
 .כפי שהוצגה בכיתה) נכון לכתיבת שורות אלו(רשמית 

 
c. תוכנית  :קלטp משתנים 2- ו :x ו-y .האם  :שאלהp  משני המשתנים 1עוצרת בדיוק על?  

  
 .R,RE/R,co-RE/Rוצות נראה ששפה זו אינה שייכת לאף אחת מהקב :פתרון

  
i. שייכת ל אינהשפה זו  :טענה-R שייכת ל ואינה-co-RE/R.  

  
   :הוכחה

 haltsOnOne(p,x,y)נניח בשלילה שקיים . נוכיח באמצעות רדוקציית מיפוי
 .halt-מ היונראה רדוקצ

Halt (p,x) := haltsOnOne(f(p,x)) where  f:= λp,x.<g,x,ε>  
   g:= λz.if (z==x)  then return p(x)  

    else return loopy() 
  

  :הוכחת נכונות
. כריעה ולכן תעצור עבור כל קלט haltsOnOneאנו מניחים כי : התוכנית עוצרת

Halt מוגדרת להיות הערך שhaltOnOne  פ "כי ע(מחזירה ולכן תמיד תעצור
  ).תמיד עוצרת haltsOnOneההנחה 

  
התוכנית . xעוצרת עבור  pוכנית אנו רוצים לבדוק האם הת: הערך המוחזר נכון

g אינה עוצרת עבור כל ערך השונה מ-x .עבור קלט השווה ל, כמו כן-x ,g 
 p(x)כאשר : נשים לב. עוצרת p(x)-ולכן תעצור רק במקרה ו p(x)מחזירה את 
. כנדרש Fתחזיר  haltsOnOneהקלטים ולכן  2אינה עוצרת על  g, אינה עוצרת

  .כנדרש Tתחזיר  haltsOnOneולכן  xרק עבור  תעצור g, עוצרת p(x)כאשר 
  

 halt-זאת בסתירה לכך ש haltsOnOne-ל halt-מ ת מיפוידוקציהראנו כי קיימת ר
- ל כת גם אינה שיי haltהיות ו .אינה כריעה haltsOnOneגם , לכן. כריעהאינה 

Co-RE/R  נוכל להסיק בצורה דומה שגםhaltsOnOne  באינה שייכת-Co-RE/R.   
  

ii. שייכת ל אינהשפה זו  :נהטע-RE/R.   
  

   :הוכחה
 . נוכיח באמצעות רדוקציית מיפוי

halt (p,x) := haltsOnOne(f(p,x)) where  f:= λp,x.<g,x,ε>  

   g:= λz.if (z==x)  then return p(x)  
    else return T 

  
  :הוכחת נכונות
. כריעה ולכן תעצור עבור כל קלט haltsOnOneאנו מניחים כי : התוכנית עוצרת
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halt פ "כי ע(מחזירה ולכן תמיד תעצור  haltOnOneמוגדרת להיות הערך ש 

  ).תמיד עוצרת haltsOnOneההנחה 
  

. xעוצרת עבור אינה  pאנו רוצים לבדוק האם התוכנית : הערך המוחזר נכון
 x ,g-עבור קלט השווה ל, ו כןכמ. x-עוצרת עבור כל ערך השונה מ gהתוכנית 

 p(x)כאשר : נשים לב. עוצרת p(x)-ולכן תעצור רק במקרה ו p(x)מחזירה את 
כאשר . כנדרש Tתחזיר  haltsOnOneולכן  1עוצרת רק על קלט  g, אינה עוצרת

p(x) עוצרת ,g  ולכן הקלטים  2על תעצורhaltsOnOne  תחזירF כנדרש.  
  

אינה  haltהיות ו. haltsOnOne-ל halt- מ הראנו כי קיימת רדוקצית מיפוי

  . שייכת לקבוצה זואינה  haltsOnOneנסיק כי גם , RE/R-שייכת ל
      
  .כי השפה אינה שייכת לאף קבוצההטענות  2-בכ הראנו "סה    

  
d. תוכנית  :קלטp .שאלה: |L(p)|>3?  

  
  .)RE/R-שייכת ל(חצה זוהי שפה הכריעה למנראה ש :פתרון

 
i. שייכת ל(זוהי שפה הכריעה למחצה  :טענה-RE/R(.  

  
   :הוכחה

,...,יהי . נראה אלגוריתם המשתמש בשיטת השבלול באמצעות סטפר 21 ss 

נרוץ  Ν∈iעבור כל : נרוץ על הקלטים באופן הבא. pקלטים אפשריים עבור 

issעל הקלטים  עבור אחד הקלטים בכל פעם ש. צעדים iלמשך  1,...,

נחזיר  4-אם המונה יגיע ל. 1-נקדם מונה ב ,לראשונה הסטפר עצר באופן טבעי
T אחרת נמשיך הלאה, ונסיים את הבדיקה.  
  

  :הוכחת נכונות
מהם  4-פחות לנגיע ל, Tמחזירה  pקלטים עבורם  3-במידה וקיימים יותר מ

כל אחד מהקלטים עבור בוודאות  Tמחזירה  pכיוון שהתוכנית . יםצעד i1לאחר 
עבור כל  עוצרת pמספר צעדים שעבורו , i2קיים , )ולכן בהכרח עוצרת(הללו 

כאשר האלגוריתם שלנו יגיע , לכן. Tומחזירה  באופן טבעי אחד מהקלטים
ית והתוכנ, 4-המונה יתעדכן ל, פעם הרביעיתהסטפר יעצור ב i=max{i1, i2 }ל

  .כנדרש Tתחזיר 
 הסטפר לא ייעצר, Tמחזירה  pים עבורם קלט 4במידה ולא קיימים לפחות 

, התוכנית תמשיך לרוץ, לכן. 4- מספיק פעמים והמונה לא יגיע ל באופן טבעי
 . התוכנית תתבדר -ובמילים אחרות 

 
ii. שייכת ל אינה(כריעה שפה  אינה זוהי :טענה-R(.  

  
  :הוכחה

כלומר קיים פרדיקט . haltמונראה רדוקציה  כריעהנניח בשלילה שהשפה כן 
moreThan3 מחזיר ( המכריע את השפהT קלטים  3- אם בשפה יש יותר מ

 .)אחרת F-ו, עוצרת pשעבורם התוכנית 
  

Halt(p,x) := moreThan3(g) where g:= λz.if z=x then return p(x) 
else if z=next(x) then T 
else if z=next(next(x)) then T 
else if z=next(next(next(x))) then T 
else return loopy() 

        
  :הוכחת נכונות
. כריעה ולכן תעצור עבור כל קלט moreThan3אנו מניחים כי : התוכנית עוצרת

Halt מוגדרת להיות הערך שmoreThan3  פ "כי ע(מחזירה ולכן תמיד תעצור
  ).תמיד עוצרת moreThan3ההנחה 

  
התוכנית . xעוצרת עבור  pאנו רוצים לבדוק האם התוכנית : כוןהערך המוחזר נ

g  פרט לקלט (עבור יתר הקלטים . קלטים 3עוצרת בוודאות עבורx( , תכנסg 
אם , לכן. p(x)מוחזר הערך של  xהקלט  g-כאשר נשלח ל. ללולאה אינסופית

 Tזר קלטים ולכן יוח 3-תעצור עבור יותר מ g-הרי ש, עוצרת p התוכנית xעבור 
  .כנדרש F רקלטים בדיוק ולכן יוחז 3תעצור עבור  p, אחרת. כנדרש
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e. תוכנית  :קלטp .שאלה: |L(p)|≤3?  
  

 .)Co-RE/R-שייכת ל(הכריעה למחצה שהמשלים שלה היא שפה שפה  זוהי :פתרון
 

i. הכריעה למחצה שהמשלים שלה היא שפה שפה  זוהי :טענה  
 )Co-RE-שייכת ל(
  

, כפי שהוכחנו בסעיף הקודם. L(p)|>3|ים הוא נשים לב כי המשל :הוכחה
פ מה שהוכחנו "ע( באופן מיידי, לכן. R-ואינו שייך ל RE/R-המשלים שייך ל

  .Co-RE-נסיק כי שפה זו שייכת ל )בכיתה
 

  .)R-שייכת ל אינה(כריעה שפה  אינה זוהי :טענה
  

  :הוכחה
אך  R-ל מכאן שגם המשלים של השפה שייך. נניח בשלילה שהשפה כן כריעה

קיבלנו סתירה ולכן השפה אינה . R-בסעיף הקודם הראנו כי הוא אינו שייך ל
  .R-שייכת ל

 
f. פרדיקט  :קלטP .האם : שאלהL(P) היא כריעה?  

 
  .R,RE/R,co-RE/Rנראה ששפה זו אינה שייכת לאף אחת מהקבוצות  :פתרון

  
i. שייכת לכריעה ואינה  אינהשפה זו  :טענה-co-RE/R.   

  
   :הוכחה

  :haltמ ח באמצעות רדוקציית מיפוינוכי
נסמן את הפרדיקט של השפה . Qי הפרדיקט "נניח שהשפה כריעה ומוכרעת ע

εhalt כ-εP )שפת התוכניות שעוצרות עבור הערך אפסילון.(  

  

halt (p,x) := Q(g(p,x)) where  )()(..,: zfzPzxpg ∨= ελλ  



 =

=
..

)()(

()
.:

wo

xpxp

loopy

T
zf λ  

  
  :הוכחת נכונות
התוכנית  .כריעה ולכן תעצור עבור כל קלט Qאנו מניחים כי : התוכנית עוצרת

g  ולא מפעילה (תעצור בוודאות כיוון שהיא בסך הכל מחזירה תוכנית חדשה

halt ).תוכנית זו עדיין כי (תמיד תעצור מחזירה ולכן  Qמוגדרת להיות הערך ש 

  ).תמיד עוצרת Qפ ההנחה "ע
  

אם . xאינה עוצרת עבור  pאנו רוצים לבדוק האם התוכנית : הערך המוחזר נכון

p  עוצרת עלx ,ל-Q  יועבר הפרדיקטTTzPzzfzPz =∨=∨ )(.)()(. ελελ ,
י "השפה המוגדרת ע, במקרה כזה. לכל ערך Tכלומר הפרדיקט המחזיר 

 Tיחזיר  Qלכן . והיא כמובן שפה כריעההפרדיקט היא שפת כל המחרוזות 

.)()(יועבר הפרדיקט  Q-ל, xאינה עוצרת על  pאם . כנדרש zfzPz ∨ελ .

והתנאי ( Tיוחזר , εhalt- אם הערך שייך ל, בעת בדיקת ערך בפרדיקט זה

 εhaltהפרדיקט של יוחזר מ, εhalt- אם הערך לא שייך ל). השני לא ייבדק

F  ולכן ננסה לבדוק באמצעותf(z) .כיוון ש, במקרה זה-p אינה עוצרת ,
" או"כדי לא לסבך את הקוד השתמשתי בתנאי  :הערה( הפרדיקט כולו יתבדר

נאלץ להשתמש בסטפר עד שאחת , אינה כריעה εhalt -כיוון ש. פשוט

ועבור  Tיוחזר  εhalt-עבור קלטים השייכים ל, כלומר. )T הפונקציות תחזיר

י "השפה שתוגדר ע, לכן. הפרדיקט יתבדר εhalt-קלטים שאינם שייכים ל

  .כנדרש Fיחזיר  Qזו שפה שאינה כריעה ולכן . εhaltהפרדיקט היא בעצם 

  

כריעה ואינה אינה  haltהיות ו. Q-ל halt- ית מיפוי מהראנו כי קיימת רדוקצ

   .אינה שייכת לקבוצה זו Qנסיק כי גם , co-RE/R-שייכת ל
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ii. שייכת ל אינהשפה זו  :טענה-RE/R.  

  
   :הוכחה

 Halt-ת מיפוי מוהוכחנו כי קיימת רדוקציבכיתה הראנו . RLנסמן את השפה כ

לשפה המשלימה
R

L . כלומר מתקיים
Rm Lhalt פ מה שהוכחנו "ע(ומכאן  ≥

RmRmגם מתקיים ) בכיתה LhaltLhalt ≤⇒≤ .  

  

שייכת אינה  RLנסיק כי גם  RE/R-אינה כריעה ואינה שייכת ל halt-היות ו

  .RE/R-כריעה ואינה שייכת ל
  

 halt-זאת בסתירה לכך ש haltsOnOne-ל halt-הראנו כי קיימת רדוקצית מיפוי מ
- גם אינה שייכת  ל haltהיות ו. אינה כריעה haltsOnOneגם , לכן. כריעהאינה 

Co-RE/R  נוכל להסיק בצורה דומה שגםhaltsOnOne אינה שייכת ב-Co-RE/R.   
      

  .הטענות כי השפה אינה שייכת לאף קבוצה 2-נו בכ הרא"סה    
 

  
g. פרדיקט  :קלטp .האם  :שאלהL(P) מוכרעת למחצה?  

  
  .)R-שייכת ל(זוהי שפה כריעה  :פתרון

  
  :הוכחה

 L(P)השפה , כלומר .pי הפרדיקט שלה "מוכרעת למחצה ע L(p)כל שפה , פ ההגדרה"ע
מעצם ההגדרה  L(p) השפה, לכן .מחזיר אמת Pמוגדרת להיות כל הערכים להם 

י הפרדיקט "ומוכרעת ע תשאלה זו היא שאלה טריוויאלימכאן ש. Pי "מוכרעת למחצה ע

Tx.λ. הראנו כי קיים פרדיקט המכריע את השפה ולכן שפה זו שייכת ל-R. 

  
  

h. תוכנית : קלטp שמקיימת , ללא קלט|p|<bb(1000).  
 ?עוצרת pהאם : שאלה

  
  .)R-שייכת ל(פה כריעה זוהי ש :פתרון

 
  : הוכחה

  
, לכן. הוא מספר סופי p|<bb(1000)|מספר התוכניות ללא קלט שמקיימות את התנאי 

כל , פ מה שנלמד בכיתה"ע. קיימים מספר סופי של שאילתות שניתן לבצע על הבעיה
-בדומה לבעיית חברי הכנסת ה(בעיה עם מספר סופי של שאילתות היא בעיה כריעה 

  .זוהי שפה כריעה, לכן). 18
  

תהי . שמשפט רייס אינו תופס במקרה זה כיוון שהבעיה אינה סמנטית, נשים לב :הערה

f  תוכנית עוצרת באורךbb(1000) . התוכנית)(. xfxg λ=  שקולה לתוכניתf  היות

גדול  gברור שהאורך של , עם זאת. fוהערכים שהיא מחזירה זהים לערכים של 
כי היא  g Fהבעיה תחזיר עבור , למרות שהתוכניות שקולות סמנטית, לכן .bb(1000)מ

  . אינה שייכת לשפה
  

  

RRELL :נתון .6 /, 21   :האם הביטויים הבאים אפשריים הוכח. ∋

 

a. RLL ∈∪ 21  

  
  .מצב זה הוא מצב אפשרי :פתרון

  
  :הוכחה
  נגדיר 

}|||,{1 evenisporxonhaltspxpL ><= 

}|||,{2 oddisporxonhaltspxpL ><=  
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L1 וL2 כלומר ( הן שפות כריעות למחצהRRELL /, 21 פונקצית האורך היא  :)∋

הם פרדיקטים  even-ו oddכמו כן הפרדיקטים  .פונקציה מוגדרת היטב שתמיד עוצרת
היא בעיה הכריעה למחצה  halt-עם זאת הראנו ש .תמיד ומוגדרים היטבשעוצרים 

, אך כאשר התוכנית אינה עוצרת Tכל תמיד בקלות להחזיר כאשר התוכנית עוצרת נו(
  ). יתבדר haltגם הפרדיקט המכריע את 

21},{ נשים לב כי ><=∪ xpLL .של כל התוכניות תטריוויאליזוהי שפה , כלומר 

Txpולכן מוכרעת על ידי הפרדיקט  והקלטים .,λ . פרדיקט זה תמיד עוצר ומחזירT 

RLLמתקיים תוכנית ולכן  לכל ∈∪   .כנדרש 21

 

b. RLL ∈∪ RLLוגם  21 ∈∩ 21  

  
  .אפשרי אינומצב זה  :פתרון

  
   :הוכחה

RLL-היות ו. נניח בשלילה שהמצב כן אפשרי ∈∪ את  המכריע p1קיים פרדיקט  21

21השפה  LL RLL-היות ו, ו כןכמ. ∪ ∈∩ את השפה  המכריע p2קיים פרדיקט  21

21 LL  :באמצעות הגדרת פרדיקט L1נראה כעת כי ניתן להכריע את השפה  .∩

 









¬∧

¬

∧

=

)()(

)(

)()(

)(

)(

21

1

21

1

xpxp

xp

xpxp

xg

F

T

xPl  

  
בכל : ומשתמשת בסטפר בצורה הבאה xהיא תוכנית המקבלת מחרוזת  g(x)כאשר 

 L1פעמים לחילופין על הפרדיקט שמכריע את  iאת הסטפר  פעם היא מפעילה
ומחזיר  עוצר באופן טבעי בשלב מסויים L1אם הפרדיקט של  .L2והפרדיקט שמכריע את 

T ,g  מחזירהT . אםL2 ומחזיר  עוצר באופן טבעי בשלב מסוייםT ,g  מחזירהF.  
  

  :הוכחת נכונות
, לכן. ריעות על פי ההנחהשפות האיחוד והחיתוך הן שפות כ :התוכנית עוצרת

תעצור  gהפונקציה , כמו כן. הפרדיקטים המכריעים אותן יעצרו בוודאות על כל ערך
, לכן. הוא שייך רק לאחת מהשפות, שייך לאיחוד ואינו שייך לחיתוך xתמיד כיוון שאם 

 L2-ו T )L1ויחזיר  בשלב מסוים הפרדיקט של השפה אליה הוא שייך יסתיים באופן טבעי
  .)שפות כריעות למחצה לכן אחד הפרדיקטים חייב להסתייםהן 
  

השפות בוודאות  2-הוא שייך ל, שייך לאיחוד ולחיתוך xאם : התשובה המוחזרת נכונה
אינו שייך לאף  x, לא שייך לאיחוד xאם . כנדרש Tמחזירה  P, לכן .L1-ובפרט שייך ל

שייך לאיחוד אך  xאם . רשכנד Fמחזירה  p, לכן, L1-אחת מהשפות ובפרט אינו שייך ל
קובעת לאיזה מהשפות  gהתוכנית . שייך בדיוק לאחת השפות xאז , לא שייך לחיתוך

הפרדיקט המכריע , הן שפות כריעות למחצה L2-ו L1כיוון ש. י הרצת סטפר"הוא שייך ע
). מהשתיים xעבור  Tוהוא היחיד שיחזיר ( Tבטוח יעצור ויחזיר  xאת השפה אליה שייך 

כנדרש  Tתחזיר  gולכן גם  Tבטוח יעצור ויחזיר  L1הפרדיקט של , L1-שייך ל xאם  ,לכן
  .כנדרש Fתחזיר  gולכן  Tבטוח יעצור ויחזיר  L2הפרדיקט של , L1-אינו שייך ל xואם 

  

RRELבסתירה לנתון ש L1כ הראנו שניתן להכריע את "סה /1 ההנחה , לכן. ∋

 .צב אינו אפשריבשלילה אינה מתקיימת והמ
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