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  סיכום נקודות בלוגיקה

  תזכורות ממתמטיקה בדידה

.��(קשר  – �מיו    .Aאת  הטבעי הראשון שמקיים n- שמשמעותו ה) �

.��(קשר  – �איוטה    .Aהיחיד המקיים את  x-שמשמעותו ה) �

	
  .B-ו Aמהקבוצות  בדיוק באחתכל האיברים שנמצאים  – )ההפרש הסימטרי( �

∀ :ערכיות- חדהכיחס המקיים תנאי  פונקציהניתן להתייחס ל∀��∀��. < , �� >∈ � ∧< , �� >∈ � → �� = ��.  
  .ל"ערכיות הנ- המקיים את תנאי החד B-ל A-היא יחס מ B-ל A-מ פונקציה חלקית

  :המקיימת B-ל A-מ fהיא פונקציה חלקית  B-ל A-מפונקציה 

∀ ∈ �∃� ∈ �. < , � >∈ �.  

  י"מוגדר ע ��� היחס ההפוךז א, הוא יחס Rאם 

��� = {< �,  > | < , � >∈ �}.  

� ∘   המוגדרת הרכבה של יחסים !
� ∘ ! = {< , " >∈ ��#|∃� ∈ �. < , � >∈ ! ∧< �, " >∈ �}. 

�∀אם  רפלקסיבינקרא  Aעל קבוצה  Rיחס  ∈ �. ��� .  

�.�∀אם  אי רפלקסיבינקרא  Rיחס  (���) .  

�∀אם מתקיים  ∈ �.�   .Aהיחס נקרא אי רפלקסיבי על , (���)

.'∀&∀�∀אם  טרנסיטיבינקרא  Rיחס  ��& ∧ &�' → ��'.  

.&∀�∀אם  סימטרינקרא  Rיחס  ��& → &�� ,  

.&∀�∀אם  אנטי סימטרי חזק ��& →� (&��)   

.&∀�∀אם  )חלש(אנטי סימטרי ו ��& ∧ &�� → � = &.  

  .אנטי סימטרי וטרנזיטיבי, אם הוא רפלקסיבי Aעל  חלקי יחס סדריקרא  Rיחס 

�∀אם מתקיים גם כי  Aעל  מלאיחס סדר חלקי יקרא  ∈ �∀& ∈ �. ��& ∨ &��.  

  . Aואי רפלקסיבי על  טרנסיטיביאם הוא  Aעל  יחס סדר חלקי חזקיקרא  Rיחס 

�∀אם מתקיים  Aעל  מלאיחס כזה יקרא  ∈ �∀& ∈ �. ��& ∨ &�� ∨ � = &.  

  .סימטרי וטרנזיטיבי, Aאם הוא רפלקסיבי על  Aעל  שקילותיקרא  Rיחס 

+*�(היא  Rלפי  xשל מחלקת השקילות , הוא יחס שקילות Rאם  = {& ∈ �|��&}.  

�/�היא  Aעל  Rשל  קבוצת המנה, Aיחס שקילות על  Rאם  = {)�*+|� ∈ �}.  

  

  לוגיקה

�" (רפלקסיביות"נוסחאות לנוסחאות המקיים  היא יחס בין קבוצות של ⊣נביעה  יחס ∈ . → . ⊢ �( ,  
.אם ( מונוטוניות ⊢ .וגם  � ⊆ !אז  ! ⊢ .אם (" טרנסיטיביות"ו) � ⊢ ,.-ו 0 0 ⊢ .אז  1 ⊢ 1.(  

   )CPL(תחשיב הפסוקים הקלאסי 

,∧,∨,−קשרים , )…p1,p2,p3(פסוקים אטומיים : ב"וגדר מעל האמ או (היא נוסחה  הקטגוריה הסינטקטית. וסוגריים →

  כאשר ) פסוק

 .כל פסוק אטומי הוא נוסחה .1

,0אם  .2 –נוסחאות אז  1 0, (0 ∧ 1), (0 ∨ 1), (0 →  .נוסחאות (1

פסוקים  2בין כל , מספר הסוגרים הימיניים והשמאליים שווה): להוכחה שמשהו אינו נוסחה( CPL-טענות על נוסחאות ב

מספר הסוגיים השמאליים שווה למספר הקשרים , ע בצמוד לסוגראינו יכול להופי" וגם"קשר , אטומים מופיע קשר
  .אינה מתחילה בסוגר ימיני CPL-מילה ב, הבינאריים

  : המקיימת {t,f}מקבוצת הנוסחאות אל  vפונקציה " (השמה"נקרא " מבנה"ה CPL-ב –נביעהל סמנטית הרדהג

4(−0) = −∗64(0)7, 4(0 ⋄ 1) =⋄∗ 64(0), 4(1)7, ⋄= {∨,∧,   ).X-היא פונקצית האמת המתאימה ל ∗9כאשר  {→

   

R סדר על  יחסA .ההגדרות יחסית ל-A.  

∀ רפלקסיבי ∈ �. �  
∀ אי רפלקסיבי ∈ �.� (�)  

∀ ∈ �∀� ∈ �. �� → �� 

∀ ∈ �∀� ∈ �. (�� ∧ ��) →  = � 

∀ ∈ �∀� ∈ �. �� →� (��) 

   סימטרי

  מטרייאנטי ס

  אנטי סימטרי חזק

∀, �, " ∈ �. (�� ∧ ��") → �" 
  טרנסיטיבי

∀ ∈ �∀� ∈ �. �� ∨ �� 

∀ ∈ �∀� ∈ �. �� ∨  = � ∨ �� 

  יחס סדר חלקי
 R אנטי סימטרי וטרנזיטיבי, רפלקסיבי  

  יחס סדר מלא
R יחס סדר חלקי ובנוסף מתקיים  

  יחס סדר חלקי חזק
R אי רפלקסיבי וטרנסיטיבי  

  יחס סדר מלא חזק
R יחס סדר חלקי חזק ובנוסף מתקיים  

   יחס שקילות
R סימטרי וטרנסיטיבי, רפלקסיבי  

+*�(מחלקת שקילות  = {& ∈ �|��&�.  

= �/� קבוצת מנה {)�*+|� ∈ ��.  
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=>;⊣סימון (טאוטולוגיה נוסחה תקרא    . אם כל השמה היא מודל שלה)0

∅: למה ⊢?@A B ↔⊢DEF G )כי כל השמה היא מודל של הקבוצה הריקה(.  

  .סתירהנקרא ללא מודל  פסוק .דלהיא תורה שאין לה מו אי ספיקהתורה , בהתאם. יש לה מודלאם  ספיקהתורה 

  .v[B]=tם "אמ v[A]=tמתקיים  vאם לכל השמה  שקולים לוגית A, Bפסוקים 

  .סתירהנובעת מכל תורה ושכל נוסחה נובעת מנוסחה שהיא  טאוטולוגיהנשים לב ש

=>;⊣ם "שקולים לוגית אמ A, Bפסוקים  :טענה (� → �) ∧ (� → �).  

Hאם לכל . שמות כלשהןה 'v, v-פסוק ו Aיהי : טענה ∈ �I)�*  מתקייםv'[p]=v[p]  אזv[A]=v'[A] )מבנית אינדוקציה.(  

  :מוגדרת כך 0של קבוצת הנוסחאות האטומיות 

• �I)H* = {H}. 

• �I)−0* = �I)0*. 

• �I)(0 ⋄ 1)* = �I)0*⋃�I)1*  עבור⋄= {∨,∧, →}. 

  :מוגדרת כך Aשל קבוצת תת הנוסחאות 

• !�)H* = {H}. 

• !�)−�* = !�)�* ∪ {�}. 

• !�)(� ⋄ �)* = !�)�*⋃!�)�* ∪ {(� ⋄ =⋄עבור  {(� {∨,∧, →}. 

0אז , פסוק אטומי p-נוסחאות ו A,0אם : הצבה LM
NO י הצבת "ע 0-הינו הפסוק המתקבל מA  במקוםp ומוגדר כך:  

0אם  • = H  אזφ LQ
RO = A. 

0אם  • = T  כאשרT ≠ H  אזφ LQ
RO = q. 

0אם  • = φאז  1− LQ
RO = −ψ LQ

RO. 

0אם  • = (ψ� ⋄ ψ�)  אזφ LQ
RO = (ψ� LQ

RO ⋄ ψ� LQ
RO)  עבור⋄= {∨,∧, →}. 

0: הערה LM
N , X

Y , … O  סימולטניתמציין הצבה.  

,�T, השמה v, נוסחה 0יהיו  :משפט ההצבה … , T[ נוסחאות אטומיות שונות זו מזו ו-A1,…,An  רח לא בהכ(נוסחאות

(0)\4אזי  v'(p)=v(p), אחרת. v'(p)=v(Ai)אז  p=qiהשמה כך שאם  'vתהי ). שונות = 4(0{��/H�, … , �[/H[}).  

Hלכל  v'(p)=v(p)-השמות כך ש 'v, vאם : טענה ∈ �I)0*  אזv'(0)=v(0) )הוכחה באינדוקציה מבנית(.  

.אם  :טענה ⊢;<= (.)[אז  הצבה [- ו � ⊢ ](�).  

אחרת , v'[q]=v[A]אז  q=pכך שאם  'vנגדיר השמה , פסוק אטומי p-נוסחה ו A, השמה vנניח  :משפט ההחלפה

v'[q]=v[q] )q אז לכל פסוק ). פסוק אטומיB  מתקייםv'[B]=v[B{A/p}].  

  רדוקציות לשאלת נביעה

• . ⊢;<= .ם "אמ 0 ∪  .אינה ספיקה {0−}

,�1} –לתורות סופיות  • 1�, … , 1[} ⊢;<= �1)ם הפסוק "אמ 0 ∧ 1� ∧ … ∧ 1[) →  .הוא טאוטולוגיה 0

  משפט הקומפקטיות

1. T ם כל קבוצה סופית חלקית שלה היא ספיקה"ספיקה אמ. 

2. . ⊢;<= Γם יש "אמ 0 ⊆ Γ- סופית כך ש . ⊢;<= 0. 

. –נביעהל סינטקטית הגדרה ⊢_<;   .T-ש הוכחה מי φ- אם ל 0

כל איבר . φהיא סדרה סופית של פסוקים כך שהפסוק האחרון בסדרה הוא  HPC-ב Tמתורה  φשל פסוק  הוכחה

  .MPאו פסוק שמתקבל משני פסוקים קודמים בסדרה בעזרת היסק  Tאיבר של , HPCבסדרה הוא אקסיומה של 

.: טענה ⊢_<; Γם יש "אמ 0 ⊆ Γ- סופית כך ש . ⊢_<; 0.  
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.כך שגם  Aאם אין פסוק  HPC-ב קונסיסטנטיתתקרא  Tתורה  ⊢_<; .וגם  � ⊢_<;−  Aקיים פסוק , בניסוח אחר .�

. כך ש ⊬_<;− �.  

מוכיחים באמצעות אינדוקציה על אורך ) dba→⊢abc⊣( נאותותוכחת ה. abc=⊢dba⊣ - משפט הנאותות והשלמות
למשפט ' נוסח ב .)בסיכומים של אברון 4שיעור ( היא ארוכה ומציקה) abc→⊢dba⊣( שלמותהוכחת . ההוכחה
  .HPC-היא קונסיסטנטית ב Tם "אמ CPL-ב היא תורה ספיקה T: השלמות

�.מתקיים  T1-ב Aאם לכל פסוק  :טענה ⊢_<; �.אם , Bאז לכל פסוק  � ⊢_<; �.אז  � ⊢_<; �.  

. -  הדדוקציה הסמנטי משפט ∪ {�} ⊢;<= . ם"אמ � ⊢;<= � → �.  

. -הדדוקציה הסינטקטי  משפט ∪ {�} ⊢_<; . ם"אמ � ⊢_<; � → נכון עבור המשפט  ).אינדוקציה על ההוכחה( �
  .עם קשר הגרירה שפהעבור  היחידהוא כלל ההיסק  MP- ו I2-ו I1בה קיימות האקסיומות נוסח הילברט כל מערכת 

.נאמר ש – דדוקציה טבעית ⊢ef; �אם קיימת   � ⊆ Γסופית כך שלסקוונט  . ⇒   .NDC-יש הוכחה ב �

� – שקלויות לוגיות ↔ � =fh (� → �) ∧ (� → �)  
�( שקולים לוגיתשני פסוקים יקראו  ≡ =>;⊣אם ) � � ↔ � .  

.אם : יםמשפט הצבת אקוויוולנט ⊢ � ↔ .מתקיים  pופסוק אטומי  0נוסחה אז לכל  � ⊢ 0{�/H} ↔ 0{�/H}.  

פסוק . זהו פסוק אטומי או שלילתו ליטרל. אם קשר השלילה מופיע רק לפני פסוקים אטומיים NNFנוסחה היא בצורת 

והן  ,NNFפסוק אפשר להעביר לפסוק שקול ב כל". ים'או'של ' וגםים'"הוא  CNFופסוק ב" ים'וגם'ים של 'או'"הוא  DNFב

  .CNF-ו DNFלהביא לצורות 

�I(0)-פסוק כך ש 0נניח  הגדרה = {H�, H�, … , H[} . נגדיר אתjk
Nl,..,Nm בתור הפונקציה מ-{I, המוגדרת  {t,f}אל  ]{�

jkי "ע
Nl,..,Nm(m�, … , mo) = v(φ)   כאשרqr ∈ {I, (Hr)4-כך ש השמה v-ו iלכל  {� = qr.  

:�לכל  :טענה {I, �}[ → {I, �- כך ש 0ניתן למצוא נוסחא  {� = jk
Nl,..,Nm . מהטענה נובע כי}−,∧,∨, מספיקים } →

,I}- להגדרת כל פונקציה מ   .{t,f}אל  ]{�

עבור כל שורה בה הפונקציה , DNFעבור צורת . נסתכל בטבלת האמת של הפונקציה: מציאת נוסחה לפונקציה

 pאם (לפי ערכי האמת של הפסוקים האטומים באותה השורה ") וגם"י "שיחוברו יחד ע(" או"נרשום הסגרי , tמקבלת 

 fאך עבור השורות שמקבלות  DNFנמצא צורת , CNFעבור צורת  ).p–נרשם  fאם קיבל , pנרשום בהסגר  tקיבל ערך 

  )6תרגול ( וליטרל עם שלילתו" או"- ל" םוג", "וגם"-ל" או"ואז נהפוך 

 Sמעל  A-כך ש <p=<p1,…pnמעל  Aישנה נוסחה  fאם לכל פונקצית אמת  שלמה פונקציונאליתתקרא  S קשריםקבוצת 

jM- ו
N = �.  

  לוגיקה רב ערכית

כך  D מצויניםם מגדירים גם קבוצת ערכי. היכולה להיות אינסופית Sיש קבוצה של ערכי אמת , במקום שני ערכי אמת

השמה מוגדרת להיות פונקציה  .מקומי מגדירים פונקצית אמת מתאימה- nלכל קשר  .S-ב ממש ומוכלתאינה ריקה  D-ש

(�)4אם  Aתהיה מודל של נוסחא  vהשמה  .המכבדת את טבלאות האמת החדשות, Sמקבוצת הנוסחאות אל  ∈ t.  

  רדיקטיםתחשיב הפ

  .לפחות סימן יחס אחדסימני פונקציה ו, ועיםקבסימני מכילה –סיגנטורה של שפה 

  ).שמות עצם t1,…,tn-סימן פונקציה ו fכאשר ( f(t1,…,tn)או , משתנה, קבועיכול להיות  – שם עצם

	), )שמות עצם t1,…,tn-סימן יחס ו pכאשר ( p(t1,…,tn)יכולה להיות  – אנוסח ⋄ �), =⋄כאשר ( 	− {∨,∧,  A,B-ו {→

.u∃או ) נוסחאות 	 ,∀u.   ).נוסחא A-משתנה ו xכאשר ( 	

  )משתנה x, שם עצם s, {�/v}0סימון ( הצבה

I{v/�}: קבוע tר עבו – שמות עצם = I , עבורt משתנה השונה מ-x :I{v/�} = I , עבורt משתנה השווה ל-x :

I{v/�} = v  ועבורt=f )f קציהפונ n מקומית :(I{v/�} = �(I�{v/�}, … , I[{v/�}).  

אינו  xרק אם " מכניסים פנימה", עבור כמתים". פנימה"את ההצבה " מכניסים", עבור סימני יחס וקשרים – נוסחאות

  .י הכמת"קשור ע

{&/v}{�/I}�אז  A-ב xחופשי להצבה עבור  t-נוסחה ו A, ע"ש t-ו s, משתנים שונים x, yאם  = �{)I{v/&}*/�, v/&}..  

  פשייםקבוצת המשתנים החו
*"(w4 – שמות עצם = ∅ )c קבוע( ,w4)�* = � )x משתנה( ,w4)�(I�, … , I[)* = w4)I�* ∪ … ∪ w4)I[* )f  סימן

  ).שמות עצם t1,…,tn-פונקציה ו
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,�w4)H(I - נוסחאות … , I[)* = w4)I�* ∪ … ∪ w4)I[* )p סימן יחס ו-t1,…,tn שמות עצם( ,w4)−�* = w4)�*   

w4)(� ⋄ �)* = w4)�* ∪ w4)�* )A, B נוסחאות ,⋄∈ {∧,∨, →}( ,w4)∀�. �* = w4)∃�. �* = w4)�*/� )x משתנה ,A 

  ).נוסחא

*w4)Iאם  שם עצם סגוריקרא  tשם עצם  = *�(w4אם  פסוקתקרא  Aנוסחא . ∅ = ∅.  

  סמנטיקה בשפות מסדר ראשון

היא פונקציה שהתחום שלה הוא הסיגנטורה  I-ו התחוםשנקראת  לא ריקההוא קבוצה  Dבו  <D,I>הוא זוג סדור  מבנה

*"(x: ומקיימת את הדרישות ∈ t )c קבוע(, x)�*: t[ → t )� סימן פונקציה (ו -x)H* ⊆ t[ )p  סימן יחסn-מקומי.(  

: מרחיבים את מושג ההשמה בצורה הבאה .<D,I>במבנה  השמהנקראת  Dפונקציה מקבוצת המשתנים של השפה אל 

4)"* = x)"* )c (4, )קבוע�(I�, … , I[)* = x)�*(4)I�*, … , 4)I[*) )f סימן פונקציה וt1,…,tn שמות עצם.(  

,yאם  Aשל נוסחה  מודל-tהיא השמה יקרא  v-הוא מבנה ו Mבו  M,vזוג  4 ⊨ �.  

M )yבמבנה  תקפהתקרא  Aנוסחה  ⊨ ,yאם ) � 4 ⊨   .Aשל  מודל- vיקרא  v. Mלכל השמה  �

∅אם  תקפה לוגית- t תקרא Aנוסחה  .אם היא תקפה בכל מבנה לוגיקת תקפהתקרא  Aנוסחה  ⊢h{=
| תקפה - v-ו �

∅אם  לוגית ⊢h{=
}   ).מורכבת מפסוקים.∅משמעות כי  בעצם אין לכך( �

y מתקיים לא :זהירות בולען ⊨ yם "אמ �− ⊭ �!  

��∀הוא כל פסוק מהצורה  A של נוסחא סגור … *�(w4כאשר  �]�∀ = {��, … ,  Aשל נוסחה ' Aנשים לב שסגור  .{]�

\�( A-שקול לוגית ל-A 'v, בנוסף. תמיד יהיה פסוק ⊢} � - ו � ⊢} �′.(  

  תכונות נביעה

• ⊢�⊆⊢� 

Tאז  מורכבת מפסוקים Tאם  • ⊢} � → . ⊢| �. 

A מתקיים הכללהלפי כלל : נביעה- vכלל ההכללה וכלל ההצבה נכונים עבור  • ⊢� ∀x. A כ "אבל בדר

A ⊬� ∀x. A. מתקיים עקרון ההצבה לפי A ⊢� A{t/x} ) עבורt צבה במקום חופשי להx (כ "אבל בדר

A ⊬� A{t/x}. 

 ).מורכבת מפסוקים T-נביעה כש- vועבור ( נביעה-tתכונת הדדוקציה נכונה עבר  •

  להשלים •

  תכנות ספיקות

 .ספיקה- tגם  Tספיקה אז - T vאם  •

 .ספיקה- vם היא "ספיקה אמ- tהיא  Tמורכבת מפסוקים אז  Tאם  •

• T v -היא ספיקה .∀ם "ספיקה אמ. 

• T ∪ .ם "ספיקה אמ-tהיא  {�} ⊬|− �. 

  להשלים •

  

  בנק דוגמאות

�- ו �אם " .1 → �-ו A=p: דוגמה נגדית –)CPL(" ספיקה Bספיקות אז  � = (T ∧ −T). 

�⊣המוכיחה דוגמה נגדית  .2⊉⊢�: H(�) ⊢} ∀�. H(�)  אבלH(�) ⊬| ∀�. H(�) . 

.: ספיקה- vספיקה היא לא בהכרח - tשאם תורה היא דוגמה נגדית המוכיחה  .3 = {H(�) ∧ −H(&)}. 

yדוגמה נגדית המראה שאם  .4 ⊭ M-זה לא אומר ש �− ⊨ A :� = H(�, &) ∧ ∃�. −H(�, �). 

{⊬בדוגמה זו מוכיחים כי  A  אבל גםA  לאv -ספיקה.  
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