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 10שיעור  –סטטיסטיקה 

 בדיקת השערות

 הלמה של ניימן פירסון

:𝐻0: בוחנים 𝜃 = 𝜃0 , 𝐻𝐴: 𝜃 = 𝜃𝐴  על פי מדגם בגודלn. 

 : הוא 𝛼המבחן בעל עוצמה מקסימלית ברמה 

≥ 𝐻0  ⟺ 𝛬 𝑥חה את דנ 𝑑𝛼
∗ 

𝑑𝛼כאשר 
𝑃𝐻0: נקבע כך ∗

 𝛬 𝑋 ≤ 𝑑𝛼
∗  = 𝛼 

 :חההוכ

𝐶𝛼
∗ = {𝑥:𝛬 𝑥 ≤ 𝑑𝛼

∗ 𝑃𝐻0ונניח  {
 𝑋 ∈ 𝐶𝛼

∗ = 𝛼. 

 :א"ז, 𝛼ברמה  אחראיזור דחייה  𝐶𝛼יהי 

𝑃𝐻0
 𝑋 ∈ 𝐶𝛼 = 𝛼 

𝐶𝛼נסתכל על שתי הצגות גרפיות של היחס בין 
∗ , 𝐶𝛼: 

𝑥 ∉ 𝐶𝛼
∗ 𝑥 ∈ 𝐶𝛼

∗  

, 𝐻0ת לא יידחה א NPמבחן (2)
 𝐻0ידחה את  𝐶𝛼המבחן 

𝐻0 𝑥שני המבחנים דחו את (1) ∈ 𝐶𝛼  

המבחן , 𝐻0יידחה את  NPמבחן  𝐻0 (3)שני המבחנים לא דחו את (4)

𝐶𝛼  לא ידחה את𝐻0 

𝑥 ∉ 𝐶𝛼  

 

 :לפי ההגדרות

𝛼 = 𝑃𝐻0
 𝑋 ∈ 𝐶𝛼

∗ = 𝑃𝐻0
 𝑋 ∈ 𝐶𝛼

∗ ∩ 𝑋 ∈ 𝐶𝛼                
1

+ 𝑃𝐻0
 𝑋 ∈ 𝐶𝛼

∗ ∩ 𝑋 ∉ 𝐶𝛼                
3

 

𝛼 = 𝑃𝐻0
 𝑋 ∈ 𝐶𝛼 = 𝑃𝐻0

 𝑋 ∈ 𝐶𝛼
∗ ∩ 𝑋 ∈ 𝐶𝛼                
1

+ 𝑃𝐻0
 𝑋 ∉ 𝐶𝛼

∗ ∩ 𝑋 ∈ 𝐶𝛼                
2

 

⟹ 𝑃𝐻0
  2  = 𝑃𝐻0

  3   

(1)  

(2)  

(3)  
(4)  𝑪𝜶

∗  

𝑪𝜶 
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𝐶𝛼
∗ עוצמת  = 𝑃𝐻𝐴  𝑋 ∈ 𝐶𝛼

∗ = 𝑃𝐻𝐴  𝑋 ∈ 𝐶𝛼
∗ ∩ 𝑋 ∈ 𝐶𝛼                
1

+ 𝑃𝐻𝐴  𝑋 ∈ 𝐶𝛼
∗ ∩ 𝑋 ∉ 𝐶𝛼                
3

 

𝐶𝛼 עוצמת  = 𝑃𝐻𝐴   1  + 𝑃𝐻𝐴   2   

𝐶𝛼
∗ עוצמת  − 𝐶𝛼 עוצמת  = 𝑃𝐻𝐴   1  + 𝑃𝐻𝐴   3  − 𝑃𝐻𝐴   1  − 𝑃𝐻𝐴   2  

= 𝑃𝐻𝐴  𝑋 ∈ 𝐶𝛼
∗ ∩ 𝑋 ∉ 𝐶𝛼                
3

− 𝑃𝐻𝐴  𝑋 ∉ 𝐶𝛼
∗ ∩ 𝑋 ∈ 𝐶𝛼                
2

≥  

𝐶𝛼הגדרת 
∗ :{𝑥: 𝛬 𝑥 ≤ 𝑑𝛼

∗ } 

⟹𝑃𝐻𝐴   3  =  𝑓𝜃𝐴  𝑥 𝑑𝑥
𝑥∈𝐶𝛼

∗  ,𝑥∉𝐶𝛼

≥

𝑓𝜃𝐴  𝑥 ≥
𝑓𝜃0 𝑥 

𝑑

1

𝑑𝛼
∗  𝑓𝜃0

 𝑥 𝑑𝑥
𝑥∈𝐶𝛼

∗  ,𝑥∉𝐶𝛼

 

⟹ 𝑃𝐻𝐴   2  =  𝑓𝜃𝐴  𝑥 𝑑𝑥
𝑥∉𝐶𝛼

∗  ,𝑥∈𝐶𝛼

<
1

𝑑𝛼
∗  𝑓𝜃0

 𝑥 𝑑𝑥
𝑥∉𝐶𝛼

∗  ,𝑥∈𝐶𝛼

 

 

≥ 
1

𝑑𝛼
∗  𝑃𝐻0

  3         
𝛼−𝑃𝐻0  1  

− 𝑃𝐻0
  2         

𝛼−𝑃𝐻0  1  

 = 0 

 ⟹ל .ש.מ

 NPמבחנים בעלי עצמה מקסימלית לפי 

a. נורמלי עם שונות ידועה :𝐻0: 𝜇 = 𝜇0 , 𝐻𝐴: 𝜇 = 𝜇𝐴   𝜇𝐴 > 𝜇0  

𝐶𝛼בשיעור שעבר ראינו כי 
∗ =  𝑋 : 𝑋 ≥ 𝜇0 + 𝑍1−𝛼 ∙

𝜎

 𝑛
 .NPלפי   

:𝐻0אם  𝜇 = 𝜇0 , 𝐻𝐴: 𝜇 = 𝜇𝐴   𝜇𝐴 > 𝜇0   אז𝐶𝛼
∗ =  𝑋 : 𝑋 ≤ 𝜇0 − 𝑍1−𝛼 ∙

𝜎

 𝑛
 . 

b. נורמלי עם שונות 𝜎2 ידועה לא :𝐻0: 𝜇 = 𝜇0 , 𝐻𝐴: 𝜇 = 𝜇𝐴 𝜇𝐴 > 𝜇0 . 

 .יחס הנראות עדיין מונוטוני ⟸

𝐶𝛼
∗ =  𝑋 : 𝑋 ≥ 𝜇0 + 𝑡𝑛−1 ,1−𝛼 ∙

𝜎

 𝑛
𝜎 2כאשר . ⟸  =

1

𝑛−1
  𝑋𝑖 − 𝑋  

 .כרגיל 2

:𝐻0אם  𝜇 = 𝜇0 , 𝐻𝐴: 𝜇 = 𝜇𝐴   𝜇𝐴 < 𝜇0   אז𝐶𝛼
∗ =  𝑋 : 𝑋 ≤ 𝜇0 − 𝑡𝑛−1 ,1−𝛼 ∙

𝜎

 𝑛
  

c. ברנולי :𝐻0: 𝑝 = 𝑝0 , 𝐻𝐴 = 𝑝 = 𝑝𝐴  (𝑝𝐴 > 𝑝0) 

𝑓𝑝0
 𝑥 = 𝑝0

 𝑋𝑖 1 − 𝑝0 
𝑛− 𝑋𝑖  

𝑓𝑝𝐴  𝑥 = 𝑝𝐴
 𝑋𝑖 1 − 𝑝𝐴 

𝑛− 𝑋𝑖  

𝛬 𝑥 =  
𝑝0

𝑝𝐴
 
 𝑋𝑖

 
1 − 𝑝0

1 − 𝑝𝐴
 
𝑛− 𝑋𝑖

=  
𝑝0 1 − 𝑝𝐴 

𝑝𝐴 1 − 𝑝0 
 

𝑛𝑝 

∙  
1 − 𝑝0

1 − 𝑝𝐴
 
𝑛

 

𝑙𝑜𝑔 𝛬 𝑥 = 𝑛𝑝 𝑙𝑜𝑔  
𝑝0 1 − 𝑝𝐴 

𝑝𝐴 1 − 𝑝0 
 + 𝑛 ∙ 𝑙𝑜𝑔  

1 − 𝑝0

1 − 𝑝𝐴
  

𝜕

𝜕𝑝 
𝑙𝑜𝑔 𝛬 𝑥 = 𝑛 ∙ 𝑙𝑜𝑔  

𝑝0 1 − 𝑝𝐴 

𝑝𝐴 1 − 𝑝0 
 

             
<0

< 0 

:𝐻0 -ל NPמבחן  ⟸ 𝑝 = 𝑝0 , 𝐻𝐴 = 𝑝 = 𝑝𝐴   𝑝𝐴 > 𝑝0   הוא מהצורה𝐶𝛼
∗ =  𝑥: 𝑝 ≥ 𝑑𝛼

∗  . 
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𝑑𝛼מוצאים את )? בעים את אזור הדחייהקו איך
∗) 

i.  נקבעd כלשהו ואז נאמר: 

≤ 𝑝המבחן שדוחה את  𝑑 הוא מבחן בעל עוצמה מקסימלית ברמה: 

𝑃𝐻0
 𝑝 ≥ 𝑑 = 𝑃𝐻0

  𝑋𝑖 ≥ 𝑑𝑛 =  𝑃𝐻0
  𝑋𝑖 = 𝑍

𝑛

𝑖=1

 

𝑛

𝑍= 𝑛𝑑  

=   
𝑛

𝑍
 𝑝0

𝑍 1 − 𝑝0 
𝑛−𝑍

𝑛

𝑍= 𝑛𝑑  

 

ii.  נרצה לקבוע את𝛼 ולהשתמש בקירוב נורמלי ,𝑝 ~
𝐻0

𝑁 𝑝0 ,
𝑝0 1−𝑝0 

𝑛
 :ולכן ניקח,  

𝐶𝛼
∗ = {𝑥: 𝑝 ≥ 𝑝0 + 𝑍1−𝛼 

𝑝0 1 − 𝑝0 

𝑛
 

 .𝛼" בקירוב"מבחן בעל עוצמה מקסימלית ברמה  ⟸

d. יפואסונ .𝐻0: 𝜆 = 𝜆0, 𝐻𝐴: 𝜆 = 𝜆𝐴 𝜆𝐴 > 𝜆0      𝑋~𝑃𝑜𝑖𝑠(𝜆). 

 

 .סכום פואסונים מתפלג פואסונית: הערה

:𝐻0ואנו רוצים לבדוק , 𝑋𝑖~𝑃𝑜𝑖𝑠(𝛿)שקול להגיד : לכן 𝛿 = 𝛿0 , 𝐻𝐴: 𝛿 = 𝛿𝐴  לפי מדגם בגודלn 

𝑋ניקח : או להגיד =  𝑋𝑖
𝑛
𝑖=1 , ונניח𝑋~𝑃𝑜𝑖𝑠(𝜆) , אז𝐻0: 𝜆 = 𝑛𝛿0 , 𝐻𝐴: 𝜆 = 𝑛𝛿𝐴. 

 

𝛬 𝑥 = 𝑒− 𝜆𝐴−𝜆0  
𝜆0

𝜆𝐴
 
𝑥

 

𝜕

𝜕𝑥
𝑙𝑜𝑔 𝛬 𝑥  = 𝑙𝑜𝑔  

𝜆0

𝜆𝐴
 < 0 

𝐶𝛼: איזור הדחייה למבחן עצמה מקסימלית ⟸
∗ ≔ {𝑥: 𝑥 ≥ 𝑑𝛼

∗ } 

 NPהכללת 

 (UMP)מבחנים בעלי עוצמה מקסימלית במידה שווה 

:𝐻0: נניח אנחנו רוצים לבחון 𝜃 = 𝜃0 , 𝐻𝐴: 𝜃 ∈ 𝐻𝐴. 

𝐶𝛼אזור דחייה 
 :שווה עםבעל עוצמה מקסימלית במידה  𝛼מגדיר מבחן ברמה  ∗

a. 𝑃𝐻0
 𝑋 ∈ 𝐶𝛼

∗ = 𝛼 

b. 𝐶𝛼
:𝐻𝐴: מגדיר מבחן בעל עוצמה מקסימלית עבור כל אלטרנטיבה פשוטה ∗ 𝜃 ∈ 𝜃𝐴 , ∀𝜃𝐴 ∈ 𝐻𝐴 

 דוגמאות

a. שונות ידועה , נורמלי𝐻0: 𝜇 = 𝜇0 , 𝐻𝐴: 𝜇 > 𝜇0 . 

 

:𝐻𝐴: במקרה הפשוט 𝜇 = 𝜇𝐴  קיבלנו לפיNP ב שאינו תלויור דחייה איז-𝜇𝐴: 

𝐶𝛼
∗ =  𝑥: 𝑋 ≥ 𝜇0 + 𝑍1−𝛼 ∙

𝜎

 𝑛
  

 :הוא בעל עצמה מקסימלית מול כל 𝜇𝐴-מכיוון שאינו תלוי ב

𝜇𝐴 ∈ 𝐻𝐴 = {𝜇: 𝜇 > 𝜇0} 

⟸ 𝐶𝛼
 .UMPניתן  ∗
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צדדיות -מורכבות חדעבור השארות  UMPהמבחנים שנתנו בשיעור הקודם הם , באותו באופן: d-ב

 :למקום

 נורמלי ,𝜎2 לא ידוע 

 בנומי 

 פואסוני 

לכן אם האלטרנטיבה המורכבת כוללת את שני . הפשוטה' תלוי בכיוון האלט MPמבחן : במקרה הדו צדדי

 .UMPהכיוונים אין 

 הסקה סטטיסטית בבעיות רגרסיה

 :נזכר בבעיית הרגרסיה

a.  נתונות תצפיות 𝑥1 , 𝑦1 , … , (𝑥𝑛 , 𝑦𝑛) 

b. מעריכים מודל :𝑦 = 𝑎 + 𝑏𝑥: 

 
c. ריבועים פחותים: הדרך המקובלת. 

,𝑓 𝑎: נגדיר 𝑏 =  (𝑦𝑖 − 𝑎 − 𝑏𝑥𝑖)
𝑛
𝑖=1 ו- 𝑎 𝐿𝑆 , 𝑏 𝐿𝑆  כערכים שמביאים את𝑓(𝑎, 𝑏) למינימום. 

 .a,bשל  אמידהניתן לחשוב על הבעיה כבעיית 

 a,b הפ הפרמטרים שאומדים 

 פרמטרים שמתאים כדי לתאר את מציאת , התפלגות, מהו התאור של אוכלוסיה𝑎 𝐿𝑆 , 𝑏 𝐿𝑆  כבעיית

 ?אמידה פורמלית

 .𝑃(𝑌|𝑋)נסים לעשות הסקה סטטיסטית לגבי ההתפלגות המותנה מאנחנו : תשובה

𝑌|𝑋נניח  = 𝑥 = 𝑁 𝑎 + 𝑏𝑥, 𝜎2 , 𝜎2 לא ידוע 

𝑌|𝑋: ילים אחרותבמ = 𝑎 + 𝑏𝑥 + 𝜀  כאשר𝜀~𝑁(0, 𝜎2). 

 

 :nעל פי מדגם מקרי בגודל  a,bואנחנו רוצים לעשות הסקה סטטיסטית לגבי 

 𝑥1 , 𝑦1 , … , (𝑥𝑛 , 𝑦𝑛) 

 .נראות מקסימלית? a,bלאמוד את  אפשר איך
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𝐿 𝑎, 𝑏;  𝑥1 , 𝑦1 , … ,  𝑥𝑛 , 𝑦𝑛 , 𝜎
2 =  

1

 2𝜋𝜎2
𝑒
−
 𝑦𝑖−𝑎−𝑏𝑥𝑖 

2

2𝜎2

𝑛

𝑖=1

=  2𝜋𝜎2 −
𝑛
2 𝑒𝑥𝑝  −

  𝑦𝑖 − 𝑎 − 𝑏𝑥𝑖 
2𝑛

𝑖=1

2𝜎2    

𝑙 𝑎, 𝑏;…  = −
𝑛

2
𝑙𝑜𝑔 2𝜋𝜎2 

           
𝑎,𝑏 לא מכיל

−
1

2𝜎2
𝑓 𝑎, 𝑏      

סכום ריבועי השאריות

 

𝑙 ל את לא מכי𝑓(𝑎, 𝑏) בסימן מינוס. 

,𝑓(𝑎למינימום את  שקול lלהביא למקסימום את  ⟸ 𝑏). 

 :מ.נ.א ⟸

 𝑎, 𝑏  = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑖𝑛
𝑎,𝑏

 𝑓(𝑎, 𝑏) 

 :נזכר בפתרון שנתנו בכיתה

𝑏 =
  𝑋𝑖 − 𝑋   𝑌𝑖 − 𝑌  
𝑛
𝑖=1

  𝑋𝑖 − 𝑋  
2𝑛

𝑖=1

 

𝑎 = 𝑌 − 𝑏 𝑋  

𝑦𝑖: מודל = 𝑎 + 𝑏𝑥𝑖 + 𝜀𝑖  כאשר𝜀𝑖~𝑁(0, 𝜎2). 

 

 ?מה עוד אנחנו יכולים לעשות, מאחר שאנחנו במסגרת של הסקה סטטיסטית

 לעשות רווחי סמך ל-a,b  על סמך𝑎 , 𝑏 . 

  לבדוק השערות על𝑎, 𝑏. 

:𝐻0: ההשערה הקלאסית  במקרה זה 𝑏 = 0,𝐻𝐴: 𝑏 ≠ 0. 

 . 𝑏ל את עצמנו לגבי התפלגות נשא, בכדי לבצע הסקה זו

𝑏 =
  𝑋𝑖 − 𝑋   𝑌𝑖 − 𝑌  
𝑛
𝑖=1

  𝑋𝑖 − 𝑋  
2𝑛

𝑖=1

=
  𝑋𝑖 − 𝑋  𝑌𝑖
𝑛
𝑖=1 − 𝑌  𝑋𝑖 − 𝑋 

𝑛
𝑖=1

       
 𝑋𝑖−𝑛𝑋 =0

  𝑋𝑖 − 𝑋  
2𝑛

𝑖=1

=
  𝑋𝑖 − 𝑋   𝑎 + 𝑏𝑥𝑖 + 𝜀𝑖 
𝑛
𝑖=1

  𝑋𝑖 − 𝑋  
2𝑛

𝑖=1

 

=
𝑎  𝑋𝑖 − 𝑋  + 𝑏 𝑋𝑖 𝑋𝑖 − 𝑋  +  𝜀𝑖 𝑋𝑖 − 𝑋  

  𝑋𝑖 − 𝑋  
2𝑛

𝑖=1

 

𝐸 𝑏  = 𝑏 ∙
 𝑋𝑖 𝑋𝑖 − 𝑋  

  𝑋𝑖 − 𝑋  
2𝑛

𝑖=1         
=1

+ 𝐸  
 𝜀𝑖 𝑋𝑖 − 𝑋  

  𝑋𝑖 − 𝑋  
2𝑛

𝑖=1

  

= 𝐸 𝜀𝑖מהמודל שלנו  0 ∀𝑖. 
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 𝑋𝑖 𝑋𝑖 − 𝑋  =  𝑋𝑖
2 −   𝑋𝑖 𝑋 =  𝑋𝑖

2 − 𝑛𝑋 2 =   𝑋𝑖 − 𝑋  
2 ⟹ 𝐸 𝑏  = 𝑏 

𝑏  ה ל"אומד ח-b. 

 :נקבל, לאחר עוד חישובים שלא נראה כאן

𝑏 ~𝑁 𝑏,
𝜎2

  𝑋𝑖 − 𝑋  
2𝑛

𝑖=1

  

 : איך נבחן עכשיו

𝐻0: 𝑏 = 0,𝐻𝐴: 𝑏 ≠ 0. 

~ 𝑏  :𝑏בעזרת 
𝐻0
𝑁  0,

𝜎2

  𝑋𝑖−𝑋  
2  ,𝑏 ~

𝑏=𝑏0
𝑁 𝑏 ,

𝜎2

  𝑋𝑖−𝑋  
2 . 

𝜎2 :𝜎 2-אומד חסר הטייה ל =
1

𝑛−2
  𝑦𝑖 − 𝑦 𝑖 

2 

: תוינוויכ וד תורעשה תקידבל הייחד רוזיא⟸

𝐶𝛼
∗ =

 
 
 
 
 

−𝑡
𝑛−2,1−

𝛼
2
∙

𝜎 

   𝑋𝑖 − 𝑋  
2

 𝑛
, 𝑡
𝑛−2,1−

𝛼
2
∙

𝜎 

   𝑋𝑖 − 𝑋  
2

 𝑛

 
 
 
 
 

 

 

 

 

 


