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  נגזרות וישומיהן
  
  
   :הנגזרת תגדרה
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  .בהנחה שגבול זה קיים
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מקובל להשתמש בסימון , כאשר גוזרים לפי הזמן
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dyy  =&.  

  
כאשר גוף נע , למשל. שלהמשתנה שינוי ב של הפונקציה ביחס לקצב השינויהנגזרת מבטאת את 

כלומר את , הנגזרת של פונקצית המקום לפי הזמן מבטאת את מהירות הגוף, פני מסלול ישר- על
חשוב להדגיש כי ערך הנגזרת שונה באופן כללי מנקודה לנקודה ולכן . ם לפי הזמןקצב שינוי המקו
 ניתן גם לומר שהנגזרת מבטאת את . בכל מקום ומקוםקצב השינוי הרגעיהיא מבטאת את 

  . של הפונקציה לשינויים במשתנה שלההרגישות
  
  

  xהנגזרת של  :דוגמא
  
  .אותו יש להציב בהגדרת הגבול תחילה את הביטוי שפשטנ
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   ונקבלכעת נציב זאת בהגדרת הגבול
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  :נגזרות מסדר גבוה
  הנגזרת השניה של פונקציה מתקבלת מהפעלה נוספת של פעולת הנגזרת
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ידי - עלnנהוג לסמן את הנגזרת מסדר . הים יותרניתן להמשיך לנגזרות מסדרים גבו, באופן דומה
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  :כללי גזירה

1.  1 −= nn nxx
dx
d 

2. ( )
dx
ducxcu

dx
d

=)(  ,c  -מספר  

]: נגזרת סכום .3 ]
dx
dv

dx
duxvxu

dx
d

+=+ )()(   

] :נגזרת מכפלה .4 ]
dx
duv

dx
dvuxvxu

dx
d

+=)()(   

)(2 :נגזרת מנה .5
)( 

v
dx
dvu

dx
duv

xv
xu

dx
d −

=







  

  
  

  :הוכחות לכללי גזירה
  

  . nxנגזרת של 

)עלינו לחשב את ההפרש בין  )nhx h)f(x n xf(x) - ו+=+ =.  
  

  :נשתמש בטריק הבא
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 יהיה איבר מעורב שיבטל אותו a -רב שמוכפל בלכל איבר מעו, כשנפתח את הסוגריים: הסבר
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  : נקבלh→0כאשר ניקח את הגבול 
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  . יתווספו בהמשך לכללי הגזירההוכחות נוספות: הערה
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  :נגזרות של פונקציות טריגונומטריות
  

  ניתן להראות כי
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  :מקבלים גםבעזרת נגזרת מנה 
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ל עבור הנגזרות של הפונקציות הטריגונומטריות נכונות רק כאשר "חשוב לזכור כי הנוסחאות הנ

  .ברדיאניםהמשתנה הוא 
  
  
  

  :ישומים של נגזרות
  

  מציאת נקודות אקסטרמום
  

  :מבחן הנגזרת הראשונה
cf)(ואם ,  של התחום שלהcבנקודה פנימית  ום לוקאלי יש מקסימום או מינימf -אם ל ′ 

)(0אזי , מוגדרת =′ cf.  
  

נקודה שבה הנגזרת מתאפסת . אם הנגזרת מתאפסת לא בהכרח מדובר באקסטרמום: הערה
  .נקודה קריטיתנקראת 

  
  .קודות קריטיות או בנקודות קצהמסויים רק בנפונקציה יכולה לקבל אקסטרמום בתחום 

  
 :דוגמאות

)(48מצא את נקודות האקסטרמום של  .1 tttg ] על הקטע =− ]2,2−.  

  :פתרון

  ,0 -נגזור את הפונקציה ונשווה ל

048)(        2       1.25 2 333 =−=′⇐=⇐== ttgtt
  

7.48g(1.25) =-מקסימום מוחלט   

32-g(-2) =-מינימום מקומי   

0g(2) =-מינימום מקומי   
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)sin(1)(מצא את נקודות האקסטרמום של  .2 xxg ) עבור =+ )∞∞−∈ ,x.  

  : פתרון

הפונקציה קוסינוס מתאפסת בכל הנקודות שבהן . הנגזרת של סינוס היא קוסינוס

ππ: מתקיים kx +=
2

  . שלםk לכל  

 
  :בדיקת נקודות חשודות

  –מבחן הנגזרת הראשונה 

בנקודת מינימום הנגזרת שלילית משמאל לנקודה וחיובית 

  .מימין לה

  

  
  

  

בנקודת מקסימום הנגזרת חיובית משמאל לנקודה ושלילית 

  .מימין לה

  

  
  

   – הנגזרת השניה מבחן

  ").חייכתפרבולה מ("בנקודת מינימום הנגזרת השניה  חיובית 

  

  

  

  ").פרבולה עצובה("בנקודת מקסימום הנגזרת השניה שלילית 

  

  

  
  

  :קמירות

  כדי למנוע בלבול בין קמירות וקעירות נגדיר

     כאשר הנגזרת גדלה– קמירות כלפי מעלה

   כאשר הנגזרת קטנה– קמירות כלפי מטה
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  :נקודת פיתול

  .מירות משתנהנקודת פיתול היא נקודה שבה הנגזרת מתאפסת והק
  

  :דוגמא

3)( xxg =     ,23)( xxg =′  

  . הנגזרת מתאפסת וישנה נקודת פיתולx=0בנקודה 
נשים לב כי גם הנגזרת השניה מתאפסת בנקודה זו   

06)( ==′′ xxg.  
  

הסיבה להתאפסות הנגזרת השניה היא השינוי באופי 
  .הקמירות

  
  
  
  
  

אם , עם זאת. בנקודת פיתול גם הנגזרת הראשונה מתאפסת וגם הנגזרת השניה מתאפסות: הערה
  .שתיהן מתאפסות לא בהכרח מדובר בנקודת פיתול

  

)(4 :דוגמא xxf =     ,34)( xxf =′      ,212)( xxf =′′  
  

 אך לא מדובר x=0 - פסות בשתי הנגזרות הראשונות מתא
   .בנקודת פיתול
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  :תרגילים

  

 :חשבו את הנגזרות של הפונקציות הבאות .1
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וקבעו באילו נקודות מתקבל , עבור הפונקציות הבאות מצאו את הנקודות הקריטיות .2

 :סימום או מינימום ואם הוא מקומי או מוחלטמק
5x9x3)x(f  .א 2 ++−= 
16t8t)t(g  .ב 24 +−= 
53  .ג uu15)u(h −= 
cos()(s(  .ד θθθ +=) θברדיאנים (  

 
 :פתרו את בעיות האופטימיזציה הבאות .3

ר חשמלית בשלושת הצלעות י נהר בצד אחד וגד"חוואי מעוניין לתחום שטח מלבני ע  .א
 ?מהו השטח המקסימלי שיוכל לתחום.  מטר800אורך הגדר שברשותו הינו . הנותרות

כיצד יש לחלק את החוט בין הצורות כך .  מטר מיועד ליצירת מעגל וריבוע4חוט באורך   .ב
 ?שסכום השטחים התחומים יהיה מקסימלי

 :ם אםמצא את המספרי. 36שליליים הינו -סכום שני מספרים אי  .ג
i. מעוניינים שהפרש השורשים הריבועיים שלהם יהיה מקסימלי. 
ii. מעוניינים שסכום השורשים הריבועיים שלהם יהיה מקסימלי. 

  


